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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Анализ данных типа времени жизни является

одной из активно развивающихся областей современной прикладной стати-

стики. Данные такого вида возникают не только в медико-биологических за-

дачах, но и во многих других областях, где требуется изучение «времени до

наступления некоторого события», например, при анализе демографических,

экономических, финансовых, эпидемиологических показателей, в теории на-

дежности и социологии.

Несмотря на бурное развитие в последние годы непараметрических и

семипараметрических методов, специальные (параметрические) модели кри-

вых дожития по-прежнему являются основным инструментом для исследова-

ния данных типа времени жизни. Этот факт обусловлен, в первую очередь,

высокой информативностью параметрических моделей и возможностью их

интерпретации экспериментаторами.

В силу ряда объективных причин для анализа данных типа времени жиз-

ни требуются специальные статистические методы. Одной из таких причин,

отделяющих эту область от других областей прикладной статистики, являет-

ся наличие так называемого цензурирования: в процессе сбора данных вместо

интересуемой случайной величины наблюдается другая, менее информатив-

ная. Таким образом, при анализе данных типа времени жизни имеет место

проблема неполной информации о выборке. Механизмы цензурирования мо-

гут быть достаточно сложными и, вследствие этого, требовать отдельного

подхода. Стандартные методы анализа данных, как правило, просто не мо-

гут быть адекватно применены к случаю цензурирования.

Задача оценивания параметров и выбора специальной (параметрической)

модели кривых дожития рассматривалась в работах многих авторов [2, 5, 8,

13]. Как правило, большинство полученных результатов предполагают на-
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личие так называемого случайного правого цензурирования. Однако, такая

модель не очень часто встречается при анализе реальных данных [4], и мо-

жет рассматриваться только как достаточно простая аппроксимация; вопрос

адекватности полученных в таком предположении результатов остается от-

крытым. Вместо этой модели в приложениях более подходящей представляет-

ся модель интервального цензурирования [11], специальным случаем которой

является вышеупомянутое случайное правое цензурирование.

В связи со сложностью этой модели и ее специальной структурой необ-

ходимо развитие специальных методов для оценивания параметров и выбора

адекватных параметрических моделей (теория для случайного правого цен-

зурирования не применима здесь по крайней мере без серьезной доработки).

Настоящая работа призвана в известной степени заполнить обозначен-

ный пробел и посвящена построению оценок параметров специальных моде-

лей кривых дожития, исследованию асимптотических свойств полученных

оценок, а также развитию методологии сравнения различных параметриче-

ских моделей в условиях интервального цензурирования.

Целью работы являются:

1. построение оценок параметров для специальных моделей кривых дожи-

тия в условиях интервального цензурирования и изучение асимптоти-

ческих свойств полученных оценок;

2. разработка методологии выбора адекватной параметрической модели

посредством модификации информационных критериев типа Акайке на

случай интервального цензурирования;

3. разработка численных методов и систем программ, позволяющих про-

изводить оценивание параметров в указанных моделях.
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Общая методика работы. В работе применяются методы статисти-

ческого моделирования, теории вероятностей и математической статистики

(оценки максимального правдоподобия, законы больших чисел и централь-

ные предельные теоремы, теория эмпирических процессов), функционально-

го анализа (теория Фредгольмовых операторов), линейной алгебры. Програм-

мирование осуществлялось в статистическом пакете R.

Научная новизна. В данной работе впервые получены достаточные

условия строгой состоятельности оценок типа максимального правдоподобия

в условиях интервального цензурирования и исследованы их асимптотиче-

ские свойства. Помимо этого, были предложены робастные оценки парамет-

ров в случае, когда предполагаемая параметрическая модель не точна. По-

казано, что эти оценки являются оптимальными с точки зрения расстояния

Кульбака-Лейблера между предполагаемой параметрической моделью и ис-

тинным распределением данных. При помощи построенных оценок информа-

ционные критерии типа Акайке выбора адекватной параметрической модели

впервые были распространены на случай интервального цензурирования.

Теоретическая и практическая ценность. В работе математически

обоснована применимость (строгая состоятельность, асимптотическое распре-

деление) двух классов оценок к анализу данных в случае интервального цен-

зурирования. Созданы программы, в которых эффективно реализованы раз-

работанные методы оценивания параметров. Методология информационных

критериев может быть успешно использована экспериментаторами для под-

бора адекватной параметрической модели данных.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались

и обсуждались на семинаре кафедры статистического моделирования мате-

матико-механического факультета СПбГУ, а также на конференциях:
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• II Всероссийская научно-практическая конференция с международным

участием «Высокотехнологичные методы диагностики и лечения забо-

леваний сердца, крови и эндокринных органов», Федеральный центр

сердца им. В.А. Алмазова, г. Санкт-Петербург, 20 – 22 Мая 2008 г.

• 18th Population Approach Group in the Europe (PAGE) Meeting, Saint

Petersburg, 23 – 26 June, 2009.

• 6th Saint Petersburg Workshop on Simulation, Saint Petersburg, June 28 –

July 4, 2009.

Публикации. По теме диссертации опубликованы работы [A1, A2, A3,

A4]. Статья [A1] опубликована в журнале, входящем в перечень ВАК по

специальности 05.13.18. Статья [A2] написана в соавторстве, в ней автору

принадлежит доказательство теоремы об асимптотических свойствах оценок

параметров специальной модели кривой дожития.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

5 глав, заключения, списка литературы и 2 глав приложения. Библиография

содержит 87 наименований. Общий объем работы 144 страницы.

Содержание работы

Через X обозначена случайная величина с неотрицательным носителем.

В приложениях реализациям случайных величин подобного рода часто прида-

ют смысл времени до наступления какого-либо события. Само событие обыч-

но называется отказом, а случайная величина X — временем отказа. Мы

предполагаем, что распределение X описывается параметрической моделью

с функцией распределения Fϑ, где параметр ϑ принадлежит некоторому мет-

рическому пространству Θ.

6



На практике анализ данных типа «времени жизни» сопряжен с опреде-

ленным трудностями. Как правило, значение случайной величины X извест-

но лишь с точностью до некоторого интервала, которому она принадлежит.

Например, пусть X — время до возникновения рецидива некоторого заболева-

ния. Ввиду невозможности на практике осуществить непрерывный контроль

состояния пациента, определить факт возникновения рецидива можно только

лишь в определенные моменты наблюдения (тем самым момент возникнове-

ния рецидива наблюдается с точностью до промежутка между отдельным

наблюдениями за состоянием).

Введем модель цензурирования, задающую наблюдаемую величину Y .

Пусть K — положительная целочисленная случайная величина. Через T обо-

значен набор случайных величин {Tk,j, j = 0 . . . k + 1, k = 1 . . . ,+∞}, таких,

что 0 = Tk,0 < Tk,1 < Tk,2 < · · · < Tk,k < Tk,k+1 = +∞. Отметим, что вообще

говоря, случайные величины X и (K,T ) могут быть зависимыми. Опреде-

лим случайную величину Y = (∆K , TK , K), где Tk — k-я строка треугольного

массива T , ∆k = (∆k,1(X), . . . ,∆k,k+1(X)) и ∆k,j(X) = 1(Tk,j−1,Tk,j ](X). Таким

образом, Y описывает разбиение вещественной полуоси [0,+∞) на K + 1

(случайный) подинтервал и определяет интервал, содержащий X.

Описанная модель цензурирования известна как модель интервального

цензурирования смешанного типа [10] и характерна для реальных задачах.

Рассмотрим модель повторных наблюдений: пусть X1, . . . , Xn — набор

независимых одинаково распределенных случайных величин с одинаковой

функцией распределения Fϑ. Наблюдаемые цензурированные случайные ве-

личины обозначены через Y1, . . . , Yn с Yi =
(
∆K(i)(Xi), TK(i), K(i)

)
. В диссер-

тации рассматривается задача построения оценок параметра ϑ по выборке

Y1, . . . , Yn в случае неизвестного механизма цензурирования (K,T ).
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Содержание по главам

Во введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор-

мулирована цель и аргументирована научная новизна исследований, показана

практическая значимость полученных результатов, представлены выносимые

на защиту научные положения и делается обзор существующих результатов.

В первой главе изучаются свойства оценок типа максимального прав-

доподобия. В первом параграфе вводится модель интервального цензурирова-

ния смешанного типа. Во втором параграфе выполняется построение оценок

типа максимального правдоподобия. Через Q обозначено распределение с.в.

Y и через Qn — эмпирическое распределение с.в. Y1, . . . , Yn. (Частная) лога-

рифмическая функцию правдоподобия для θ вводится как:

ln (θ) =
1

n

n∑
i=1

K(i)+1∑
j=1

∆
(i)
K,j log

[
Fθ(T

(i)
K,j)− Fθ(T

(i)
K,j−1)

]
=

∫
mθ dQn, (1)

где функция mθ определяется следующим образом:

mθ (δk, tk, k) =
k+1∑
j=1

δk,j log [Fθ(tk,j)− Fθ(tk,j−1)].

Отметим, что когда X и (K,T ) независимы, имеет место т.н. неинформа-

тивное цензурирование. В таком случае mθ является логарифмом плотности

величины Y относительно совместного распределения (K,TK) и функция ln

в (1) является логарифмом полной функции правдоподобия для параметра

θ. Всюду далее мы будем опускать определение «частная» для функции ln.

Оценкой максимального правдоподобия θ̂n назовем такое значение пара-

метра θ, что ∫
mθ̂n

dQn = sup
θ∈Θ

∫
mθ dQn. (2)

В некоторых случаях супремум в (2) может не достигаться, но позволяет

сколь угодно точное приближение последовательностью оценок θ̂n. В связи с
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этим расширим класс оценок максимального правдоподобия, включив такие

последовательности θ̂n, для которых выполняется

sup
θ∈Θ

∫
mθ dQn −

∫
mθ̂n

dQn
P−→ 0, n→∞.

В литературе оценки такого характера носят название приближенных оценок

максимального правдоподобия [7]. Свойства именно таких оценок исследуют-

ся в первой главе диссертации.

В третьем параграфе исследуется состоятельность оценок θ̂n. Введем

множество Θ0 точек максимума предельной функции правдоподобия:

Θ0 =

{
θ∗ ∈ Θ :

∫
mθ∗ dQ = sup

θ

∫
mθ dQ

}
.

В диссертации доказана следующая теорема о сходимости оценок θ̂n.

Теорема 1. Пусть E(K) < ∞ и Fθ(x) непрерывна по θ для почти всех x.

Предположим, что для любого достаточно малого шара B ⊂ Θ и почти

всех x < y функция (x, y) 7→ supθ∈B log [Fθ(y)− Fθ(x)] измерима. Тогда для

любого ε > 0 и компакта K ⊂ Θ выполняется

P
(

dist
(
θ̂n,Θ0

)
> ε, θ̂n ∈ K

)
−→ 0, n→∞.

Достаточные условия идентифицируемости модели (т.е. условия того, что

Θ0 = {ϑ}) даны следующей теоремой

Теорема 2. Введем меру µ на Борелевской σ-алгебре B подмножеств R:

µ(B) =
+∞∑
k=1

P(K = k)
k∑
j=1

P (Tk,j ∈ B |K = k), B ∈ B.

Пусть для функции распределения Fθ(x) и для любых θ1, θ2 ∈ Θ выполняется

Fθ1 = Fθ2 µ− п.н.⇒ θ1 = θ2.

Тогда Θ0 = {ϑ}. Более того, в случае компактного Θ в условиях теоремы 1

для оценки θ̂n имеет место сходимость к ϑ п.н.
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Теоремы 1 и 2 доказаны в предположении о неинформативном механизме

цензурирования, то есть независимости с.в. X и (K,T ). Далее в параграфе

рассматривается случай информативного цензурирования и обсуждаются его

отличия от случая неинформативного цензурирования с точки зрения состо-

ятельности оценок.

В четвертом параграфе рассматривается асимптотическое распределе-

ние оценок θ̂n. Действительно, имея состоятельную оценку θ̂n, возможно при-

менить дельта-метод и стандартные условия регулярности M-оценок [3] для

установления достаточных условий асимптотической нормальности. Методы

теории эмпирических процессов позволили существенно ослабить эти условия

в случае оценивания по выборке с интервальным цензурированием.

Теорема 3. Предположим, что пространство параметров Θ евклидово.

Пусть функция (x, y) 7→ log [Fθ(y)− Fθ(x)] дифференцируема в окрестно-

сти ϑ для µ × µ-п.в. пар (x, y) с x < y, и градиент принадлежит L2(Q).

Пусть функция θ 7→
∫
mθ dQ в точке ϑ допускает разложение по Тейло-

ру до второго члена с невырожденой матрицей вторых производных Σϑ.

Обозначим ψθ = ∂
∂θmθ. Тогда для состоятельной оценки θ̂n выполняется:

√
n
(
θ̂n − ϑ

)
d−−−→

n→∞
N

(
0,Σ−1

ϑ

∫
ψϑψ

T
ϑ dQΣ−1

ϑ

)
.

Обозначим через I(fθ f0) расстояние Кульбака-Лейблера между плотно-

стями fθ и f0:

I(fθ; f0) =

∫
log

f0

fθ
dF0, (3)

где F0 — функция распределения, соответствующая плотности f0. В случае

оценивания по полным данным известно, что обычные оценки максимально-

го правдоподобия θ̂n обладают свойством минимизации расстояния Кульбака-

Лейблера:

I(fθ̂n
, f0) −→ min

θ∈Θ
I(fθ, f0), n→∞. (4)

10



Это свойство оказывается важным в случае, когда предполагаемая парамет-

рическая модель не точна, так как свойство (4) не зависит от того, найдется

ли ϑ ∈ Θ, что f0 = fϑ. Однако, оценки типа максимального правдоподобия

(2) при оценивании по выборке с интервальным цензурирование свойством

минимизации расстояния между распределениями (4) не обладают.

Во второй главе изучаются оценки, доставляющие минимум расстоя-

нию Кульбака-Лейблера. В первом параграфе выполняется их построение.

Пусть F̂n(x) — непараметрическая оценка [10] функции распределения F0(x)

случайной величины X. Тогда величина În(fθ, f0), определенная как

În(fθ, f0) =

∫
log

f0

fθ
dF̂n,

является естественной оценкой расстояния (3).

Оценка θ̃n вводится как точка минимума величины În(fθ, f0):

θ̃n = argmin
θ∈Θ

În(fθ, f0) = argmax
θ∈Θ

∫
fθ(x) dF̂n(x). (5)

Несложно видеть, что оценки θ̂n и θ̃n совпадают при оценивании по полным

данным, так как в таком случае F̂n является обыкновенной эмпирической

функцией распределения для X1, . . . , Xn.

Следует заметить, что процедура оценивания, вообще говоря, не предпо-

лагает точности параметрической модели. В случае, если модель не точна, то

θ̃n по прежнему будет «адекватной» оценкой, доставляя минимум расстоянию

Кульбака-Лейблера между предполагаемым параметрическим семейством и

истинным распределением величин X1, . . . , Xn.

Основной проблемой при изучении асимптотических свойств оценок ти-

па (5) является отсутствие в литературе предельных теорем для оценивания

по выборке с интервальным цензурированием линейных функционалов отно-

сительно мер вида

K(F ) =

∫
c(x) dF (x).
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Задача оценивания функционалов такого вида рассматривалась в работе

[6] лишь для случая интервального цензурирования второго типа (то есть для

K ≡ 2). Во втором параграфе эти результаты обобщаются на случай интер-

вального цензурирования смешанного типа. Основной результат заключен в

следующей теореме, доказанной в диссертации.

Теорема 4. При наложении некоторых условий регулярности на парамет-

рическое семейство {fθ, θ ∈ Θ} и модель интервального цензурирования сме-

шанного типа (K,T ) оценки функционалов вида∫
log fθ dF̂n(x)

асимптотически эффективны:

√
n

∫
log fθ d

(
F̂n(x)− F0(x)

)
d−−−→

n→∞
N
(
0, σ2(θ)

)
.

Теорема 4 позволяет естественным образом распространить классиче-

ские результаты о состоятельности и асимптотическом распределении оценок

максимального правдоподобия на оценки θ̃n. Этому вопросу посвящен третий

параграф. Теорема о состоятельности θ̃n выглядит следующим образом

Теорема 5. Пусть выполняются условия теоремы 4 и кроме этого:

1. Для любого достаточно малого шара B ⊂ Θ:∫
sup
θ∈B

log fθ(x) dF0(x) <∞;

2. Θ — компакт и из fθ1 = fθ2 п.н. следует θ1 = θ2.

Тогда для оценки θ̃n выполняется:

θ̃n = argmin
θ∈Θ

În(f0, fθ) −−−→
n→∞

θ∗ = argmin
θ∈Θ

I(f0, fθ) п.н.

При этом, если найдется ϑ: f0 = fϑ п.н., то θ∗ = ϑ.
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Теорема о асимптотической нормальности оценки θ̃n аналогична теореме 3 и

доказывается в четвертом параграфе.

Расстояние Кульбака-Лейблера (3) можно использовать для сравнения

различных параметрических моделей и выбора наилучшей (в смысле мини-

мизации этого расстояния). Такая процедура в литературе носит название

информационного критерия Акайке [1].

В третьей главе производится построение информационных критериев

в случае интервального цензурирования. Рассмотрим два семейства моделей

G1 = {gθ1, θ1 ∈ Θ1} и G2 = {gθ2, θ2 ∈ Θ2}. Пусть θ̄
(1,2)
n — некоторые оценки

параметров θ1, θ2, а F̂n — оценка функции распределения F0. Тогда задача

сравнения двух параметрических моделей G1 и G2 с точки зрения расстояния

Кульбака-Лейблера фактически сводится [1] к сравнению величин
∫
g
θ̄
(1)
n
dF̂n

и
∫
g
θ̄
(2)
n
dF̂n.

Однако, известно [1], что
∫
g
θ̄
(1,2)
n

dF̂n является смещенной оценкой вели-

чины
∫
g
θ̄
(1)
n
dF0. Более того, это смещение зависит от параметрических клас-

сов G1,2 и способа оценивания θ̄n. Поэтому без оценивания и коррекции этого

смещения использовать для сравнения моделей величины
∫
g
θ̄
(1,2)
n

dF̂n нельзя.

В первом параграфе это смещение оценивается для случая оценивания

при помощи ОМКЛ θ̃n. В частном случае интервального цензурирования пер-

вого типа выражение для смещения получается в явном виде.

Во втором параграфе рассматривается случай построения оценок при

помощи ОМП θ̂n. Как и для θ̃n, явное выражение для смещения оказывается

возможным получить только в случае интервального цензурирования перво-

го типа. В остальных случаях для оценки смещения применяется комбинация

процедур бутстреп и складного ножа (jack-knife).

В четвертой главе результаты, полученные в предыдущих главах, про-

веряются на модельных выборках. Рассмотрены типичные модели, использу-

емые в литературе для анализа данных типа времени жизни: распределения,
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связанные с экспоненциальным (Вейбулла, обощенное гамма), модель Гом-

перца-Макегама [9], модель ExpCos А.Г. Барта [12].

В первом параграфе приводится обзор используемых моделей и механиз-

ма цензурирования.

Во втором параграфе исследуются асимптотические свойства оценок θ̂n

(состоятельность и скорость сходимости к предельному распределению) при

различных механизмах цензурирования, отличающихся величиной «потери

информации о выборке». В третьем параграфе аналогичное исследование про-

водится для оценок θ̃n.

Далее, в четвертом параграфе производится сравнение оценок θ̂n и θ̃n. В

качестве критерия для сравнения использовались дисперсия оценок и средне-

квадратическое отклонение. В частности, здесь были получены следующие

результаты: в том случае, когда предполагаемая параметрическая модель

{fθ, θ ∈ Θ} точна, оценка θ̂n по сравнению с θ̃n обладает меньшей дисперсией

и смещением. Ситуация противоположна, когда предполагаемая параметри-

ческая модель не точна (то есть не существует такого ϑ ∈ Θ, что f0 = fϑ). В

этом случае оценка θ̂n обладает существенно большей дисперсией по сравне-

нию с θ̃n.

Пятая глава посвящена рассмотрению предложенных оценок на приме-

ре анализа реальных данных из стоматологии, кардиологии, фармакологии.

При этом производится сравнение с известными, но полученными с игнори-

рованием процесса цензурирования при сборе данных и оценивании, резуль-

татами.

В заключении подводятся итоги диссертационного исследования и фор-

мулируются основные результаты работы.

В приложение вынесены доказательства некоторых технических тео-

рем из главы 2.
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